Vecteurs, distances et milieux

1 - Vecteurs
Définition :
Latrandation qui envoie le point A sur le point B est associé a AB, qui selit "vecteur A B".

Remarque:
Latranglation qui envoie B sur A est associé au vecteur BA . On ne note pas BA.

Définition (rappel) : R B
On dit que I’image du point D est le point C par latrandation qui envoieAsur B
si ABCD est un parallélogramme. ’ /

Propriéte: admise 5 ‘
= Si ABCD est un paralélogranme alors AB = DC .
= Si AB = DCaorsABCD est un parallé ogramme.

Remargue:
Si AB = CD aors ABDC est un parallélogramme.

Propriété: C
= S AB = BC adorsB estlemilieu de[AC] /
» SiBestlemilieude[AC] aors AB = BC

Démonstration :

Si AB = BC alors ABCB est un parallélogramme donc B est le milieu de [AC].
Si B est le milieude [AC) aors ABCB est un parallé ogramme et donc AB = BC.

Relation de CHASLES : admise
AB+BC = AC

emargue :
Effectuer la translation qui envoie A sur B puis la translation qui envoie B sur C

revient a effectuer la trandlation qui envoie A sur C.

Remargue.
Latranglation qui envoie A sur A laisse lafigure inchangée.

Définition :
On définit le vecteur nul (noté 0) par : 0= AA= BB =CC = DD....

Remargue
AB + BA = AA dapreslarelatlon de Chaslesdonc AB+ BA=0.

Les vecteurs AB et BA ont pour somme le vecteur nul. On dit qu'ils sont oppose I'un de l'autre et on
note: BA=—-AB et AB=-BA

Comment construire la somme de deux vecteurs ?
1% cas: A, B et C étant trois points quelconque, construire AB+ BC.

Ona AB+BC = AC d'aprés larelation de Chasles.

Zeme cas: A, B et C éant trois points quelconque, construire AB+ AC.
On construit le point D tel que ABDC soit un parallélogramme.
Comme ABCD est un paraléogramme alors AC =BD.

AB+ AC = AB+ BD = AD d'apréslarelation de Chasles.
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Exempled'exercice:
ABCD est un parallélogramme.

a  Construirelepoint E tel que DE = AB+ AD.
b-  Construirele point F tel que BF = DA+ DC

&  CommeABCD est un paralélogranme, AD = BC
donc AB+ AD = AB+ BC = AC d'apréslarelation de Chasles.

Donc DE = AC donc ACED est un parallé ogramme.
b- Comme ABCD est un parallé ogramme, DC = AB

_— — — — ——

donc DA+ DC = DA+ AB = DB d'apreslarelation de Chasles.

Donc BF = DB (ou DB = BF ) donc B est le milieu de [DF].

2- Reperes et coordonnées

Définition, notation :

Pour définir un repere, il faut donner 3 points non alignes :
1. unpoint qui donne l'origine du repére
2. un point qui donne I'unité sur |'axe des abscisses
3. un point qui donne I'unité sur |'axe des ordonnées.

Lerepéere(O; | ; J) est un repere pour leque :
= QOestl'origine du repére

= | donne l'unité sur |'axe des abscisses
= Jdonne |'unité sur |'axe des ordonnées.

Définition :

AXxe des ordonnées

Ordonnée du point M

Définition :

Coordonnée du point M

Axe des abscisses

Abscisse du point M

Lerepere (O;1; J) est dit
quelconque s ses axes ne
sont pas perpendiculaires
et s les unités ne sont pas
les mémes sur les deux

Lerepere (O 1; J) est dit
norméou normal s :
= Ol=0J

Lerepere (O; 1 ; J) est dit
orthogonal s :
= (0N L1L(Q)

Lerepere (O; 1; J) est dit
orthonormé ou
orthonormal s :

= Ol=0J

= (O) L (0

_______________________________________

******************************************

_________________________________________

Méme unité sur les deux axes.

Axes perpendiculaires.

Axes perpendiculaires
Méme unité sur les deux axes.
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Attention :

Certaines propriétés, ne sont "valables' que dans certains types de reperes (souvent orthonormé).

Bien regarder les conditions d'application des propriétés.

Par exemple, laformule de calcul de distance n'est applicable que dans un repéere orthonorme.

3 - Coordonnées d'un vecteur
Définition :

Les coordonnées du vecteur AB correspondent au déplacement parallélement aux axes.

Exemple:
Pour dler de A a B, on se déplace de 3 unités sur I'axe des

abscisses et de 2 unités sur |'axe des ordonnées. Les coordonnées de -

AB sont (3; 2) et I'on note AB 3;2).

Pour aler de C a D, on se déplace de -2 unités sur I'axe des
abscisses et de -1 unité sur |'axe des ordonnées. Les coordonnées de

CD sont (-2;-1) etl'on note CD (-2;-1).

Propriété:
Soit (O 1 ; J) un repére.
Soit A(Xa ; Ya) €t B(Xs ; Ys) deux points dans ce repére.
Alors: E(XB —Xa:Ye—VYa)-

(Elément de) démonstration :

yB

wA

xB-xA xB

Exempled'exercice:
Soit (O 1 ; J) un repére.
SoitA(1;7),B(5;8),C(3;5) etD(-1; 4).
Prouver que ABCD est un parallé ogramme.
AB (X5 —X, ;Ys —Y,) donc AB(5-1;8-7) donc AB(4;1)
DC (X — X, Yo —Yp) donc DC(3—(~1);5—4) donc DC (4;1)

Donc AB = DC donc ABCD est un parallé ogramme.

1 1 |
I 1 1 I

Y E N A, Ao o

| 1 I

I 1 1

I | -
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I 1 1 I

I 1 1 I
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I 1 1 I
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_____

__________________________

_________

_______________________________
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Exempled'exercice:

Soit (O; | ; J) un repére.

SoitA(2;2),B(4;7) et C(7; 8).

Déterminer les coordonnées de D pour que ABCD soit un
parallé ogramme.

Soit D(@ yp) les coordonnées du chm D. L
Ona: AB(Xz—X,;Ys—Y,) donc AB(4-2;7-2) donc AB(2;5)
DC(Xc—Xp;Ye—Yp) donc DC(7-X,;8-Y,)

Comme ABCD est un parallélogranme alors: AB = DC,

donc2=7-xpet5=8-ypdoncxp=5etyp=3doncD(5; 3)
4 - Coordonnées du milieu d'un segment
Propriété:

Soit (O 1 ; J) un repére.

Soit A(Xa ; Ya) € B(Xs ; yYs) deux points dans ce repere.
Soit M lemilieu de [AB].

Alors: M[XAJFXB'yAerBj
2 2

(Elément de) démonstration :

vB
|
|
lvA +yB) {2 !
| 1
/ | i
YA p------o-- . ! i
1 | :
J i | !
i [ !
: l :
0 I xh [xh+xB)}2 =B

Exempled'exercice:
Soit (O 1 ; J) un repére.
SoitA(1;7),B(5;8),C(3;5) et D(-1; 4).
Prouver que ABCD est un parallé ogramme.

Soit M le milieu de [AC]. AIorsM(XA;XC;yA;yC

M(li;%} donc M(2; 6) |

) O TS S S O
Soit N le milieu de [BD]. AIorsN[XB+XD;yB+yDj donc | R
2 ' 2 ot
N(5+2(-1);8;4j doncN(2: 6) ST I SN S S

Donc M = N donc ABCD est un quadrilatere qui a ses diagonales qui se coupent en méme point, c'est
donc un parallélogramme.
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5 - Distance entre deux points dans un repere orthonormé
Propriété:

Soit (O 1 ; J) unrepére ORTHONORME.

Soit A(Xa ; Ya) €t B(Xg ; ys) deux points dans ce repere.

AB = \/(XB X+ (Vs = Va) ou AB? = (X =X, ) + (Y5 = Vu)

Démonstration :
Comme le repéere est orthogonal, le triangle ABC est
rectangleen C, car (AC) // (Ol) et (BC) // (OJ) et (Ol) L (OJ).
Comme le repere est normé, l'unité est la méme sur
AC et sur BC.
Dans ABC rectangle en C; daprés le théoreme de va
Pythagore : AB2=AC? + BC?
donc AB* = (XB - XA)2 + (YB - yA)2

donc AB = \/(XB — xA)2 + (yB - yA)2 . 0 0 xA xB-xA <B

Exemple:
Soit (O ; I ; J) un repére orthonormé.
Soit A(1;7)etB(5; 8).
Calculer AB.
Comme (O; | ; J) est orthonormé, AB? =(x — X, )’ +(Ys — Y,)° donc AB? =(5-1)° +(8-7)°

donc AB? =42 +12 donc AB2= 17 donc AB =/17.

Exempled'exercice:
Soit (O; I ; J) un repére. y B
SoitA(2;7),B(7;8),C(6;3)etD(1; 2 A
Prouver que ABCD est un losange.

AB (X5 —X, ;Y5 —Y,) donc AB(7-2;8-7) donc AB(5;1)
DC (X —Xp ; Ye —Yp) donc DC(6-1;3—2) donc DC (5;1)
Donc AB = DC donc ABCD est un parallélogramme.

Comme (O; | ; J) est orthonormé,
o AB’= (XB - XA)2 + (yB - yA)2 0
donc AB? =(7-2)* +(8-7)* donc AB? =5°+1°

donc AB2 = 26 donc AB=+/26. .
e CB’= (XB _Xc)2 +(yB - YC)2
donc CB? =(7-6) +(8—3) donc CB? =12 +5°
donc CB2 = 26 donc CB =+/26.

Comme ABCD est un parallélogramme qui a deux cotés consécutifs de méme longueur alors c'est un losange.
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